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0.1 Model Category

現在、単にmodel categoryといった場合はMC5は functorial factorization を要求
するのが普通である。functorial factorizationとはあるmorphismの分解の仕方を指
定してあると考えればよい。

Definition 0.1.1

C を categoryとしたとき、C の functorial factorizationとは、２つの関手 α, β :
Mor(C) −→ Mor(C) による組 (α, β)で、任意の f ∈ Mor(C)に対し、β(f) ◦α(f)が
定義され f = β(f) ◦ α(f)を満たすものである。

morphismのなす圏Mor(C)については各自思い出しておいてほしい。

Definition 0.1.2

圏 Cがモデル圏とは、次の 3種類の閉じた Cの射、cofibration(↪→) , fibration(³)
, weak equivalence( ∼−→)および、さらに２組の fanctorial factorizationの (α, β), (γδ)
が指定され、次の 5つの条件を満たす。

MC1（limits and colimits）

C は任意の limit , colimitで閉じている。

MC2（2-out-of-3）

f , g : C の射で、g ◦ f が存在するものとする。このとき、f , g , g ◦ f のいずれ

か 2つが weak equivalenceならば、残り一つも weak equivalenceである。

MC3（retract）

f は gの retractであり、gが cofibration , fibration , weak equivalenceのいずれか
らならば、f もそうである。

MC4（lift）

acyclic fibration は cofibration に対し RLP をもつ。また、acyclic cofibration は
fibrationに対し LLPをもつ。

MC5（fanctorial factorization）
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任意の射 f に対し、α(f)は cofibrationであり、β(f)は acyclic fibration。γ(f)は
acyclic cofibrationであり、δ(f)は fibrationである。

fanctorialとすることでmorphismに対し、分解の仕方が指定されるので議論しや
すい事がある。

Lemma 0.1.3

C がモデル圏とすると、
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を可換にするような射が存在する。
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の可換図でMC4を用いると求める射が得られる。後半の主張も同じである。
□

Definition 0.1.4

モデル圏 C で、X ∈ C に対し、

φ −→ X , X −→ ∗

をMC5を用いて分解したとき、

φ ↪→ QX
∼³ X , X

∼
↪→ RX ³ ∗
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と考え、cofibrantなQXと fibrantなRXを得る。QXをXの cofibrant replacement
とよび、RX をX の fibrant replacementと呼ぶ。

Corollary 0.1.5

f : X −→ Y に対し、
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を可換にする morphism が left or right homotopy を除いて一意に存在する。そ
して、f̃(f) が weak equivalence と f が weak equivalence であることは同値であ
る。さらに Y (X) が (co)fibrant ならば、f̃(f) の left or right homotopy 類は f の

left(right)homotopy類にのみ依存する。

proof)　　 Lemma 0.1.3により存在は確認できる。また、f̃とf̃ ′ : QX −→ QY を

条件を満たす morphismとする。このとき、p : QY −→ Y は acyclic fibrationであ
るので、

pY ∗ : πl(QX, QY ) −→ πl(QX, Y )

は全単射であるので、p∗[f̃ ] = [f ] = p∗[f̃ ′] から、[f̃ ] = [f̃ ′]であるので、f̃
l∼ f̃ ′ であ

る。ここでQX は cofibrantだから、f̃
r∼ f̃ ′ でもある。weak equivalenceについては

MC2を考えればおのずとわかる。

また Y が fibrantで、f
l∼ gとする。このとき、

πl(QX, X)× πl(X,Y ) −→ πl(QX,Y )

の写像が定義できるので、f ◦ pX
l∼ g ◦ pX である。pY ◦ f̃

l∼ pY ◦ g̃ なので、pY ∗が

全単射なので、同じく f̃ ∼ g̃

□

Corollary 0.1.6

f = 1X のとき、f̃ ∼ 1QX : QX −→ QX であり、g̃ ◦ f ∼ g̃ ◦ f̃ である。f でも同

様なことがいえる。
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Definition 0.1.7

C をモデル圏とすると、次のような圏が考えられる。

1. 　 Cc を C の cofibrant objectからなる C の sub categoryとする。

2. 　 Cf を C の fibrant objectからなる C の sub categoryとする。

3. 　Ccf をCの fibrantかつ cofibrant objectからなるCの sub categoryとする。

4. 　 πCc を C の cofibrant objectを objectとし、morphismを right homotopy
classで定義する。

5. 　 πCf を C の fibrant objectを objectとし、morphismを left homotopy class
で定義する。

6. 　 πCcf を C の fibrantかつ cofibrant objectを objectとし、morphismを ho-
motopy classで定義する。

Remmark 0.1.8

Q : C −→π CcをX 7→ QX、f 7→ f̃ で定義すればこれは関手。同様に、R : C −→π

Cf をX 7→ RX、f 7→ f で定義すればこれは関手。

Lemma 0.1.9

Q : C −→π Cc の制限、Q|Cf
: Cf −→π Cc から、Q′ :π Cf −→π Ccf が誘導でき

る。また、R : C −→π Cf の Cc への制限から R′ :π Cc −→π Ccf が誘導される。

proof)　　まずX : fibrantしたとき、QX は fibrantかつ cofibrantであることは
簡単にわかる。また、[f ] = [g] ∈π Cf とする、つまり、f

r∼ g とする。このとき、

fibrant object内で考えれば、f ∼ g であり、Cor 0.1.5を考えれば、f̃ ∼ g̃ である。

R′ についても同様である。

Definition 0.1.10

モデル圏 C の homotopy categoryである Ho(C)とは、C と同じ objectを持ち、

HomHo(C)(X, Y ) = HomπCcf
(R′QX,R′QY ) = π(RQX, RQY )

で定義する。また関手 γ : C −→ Ho(C)が γ(X) = X, γ(f) = RQ(f)で定義される。
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Proposition 0.1.11

C をモデル圏とする。γ : C −→ Ho(C)に対し、f : weak equivalenceであること
と、γ(f)が同型であることは同値である。

proof)　　 f を weak equivalenceとする。このとき、
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X Y
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?

∼

?
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の可換図でMC2により、Qf : QX −→ QY は weak equivalenceである。
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であるから R′Qf : R′QX −→ R′QY も weak equivalenceである。fibrantかつ cofi-
brantな object間の weak equivalenceは homotopy equivalenceと同値である。よっ
て γ(f)は同型である。

逆に γ(f)を同型とすれば今の証明を逆にたどる事ができる。
□

Remmark 0.1.12

X,Y がともに fibrantかつ cofibrantならば、

γ : HomC(X, Y ) −→ HomHo(C)(X, Y )

は全射であり、同型

γ̃ : π(X, Y ) −→ HomHo(C)(X, Y )

を誘導する。
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proof)　　 fibrantかつ cofibrantな objectのX に対しては、RQX = X であるの

で γ が全射であることがわかり、同型

γ̃ : π(X,Y ) −→ HomHo(C)(X,Y )

を誘導する。
□

Lemma 0.1.13

Ho(C) の morphism は、C の morphism である g に対する γ(g) と、C の weak
equivalenceである hに対する γ(h)−1 らの合成により表される。

X を C の objectとする。このとき、

QX
pX−→ X , QX

iQX−→ RQX

はそれぞれ weak equivalenceであるから、Prop 0.1.11により

γ(iQX) ◦ γ(pX)−1 : X −→ RQX

は Ho(C)における同型である。

f ∈ HomHo(C)(X,Y ) = π(ROX, RQY )を考えると、f の代表元を、f ′ : RQX −→
RQY とする。このとき、f は

f = γ(pY ) ◦ γ(iQY )−1 ◦ γ(f ′) ◦ γ(iQX) ◦ γ(pX)−1

という具合に分解される。
□

Corollary 0.1.14

F,G : Ho(C) −→ Dを関手とし、t : F ◦ γ −→ G ◦ γ を自然変換としたとき、tは

自然変換 F −→ Gを導く。

proof)　　 γ は objectは変えないので、

tX : F (X) = F ◦ γ(X) −→ G ◦ γ(X) = G(X)

をそのまま考える。このとき、f ∈ HomHo(C)(X,Y )に対し、図式の可換を示せばよ
い。Lemma 0.1.13により、f は γの像により分解できるので、t : F ◦ γ −→ G ◦ γ が

naturalの仮定から題意が示せる。
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□

Lemma 0.1.15

C : model categoryで、F : C −→ D を fanctorは、f : weak equivalenceに対
し、F (f)はDにおける同型射になるとする。このとき、f

l∼ g or 、f
r∼ g ならば、

F (f) = F (g)である。

proof)　　 f
l∼ gとする。この left homotopy

H : A ∧ I −→ X

を選ぶ。

A
∐

A
i0+i1−→ A ∧ I

p−→ A

の分解があり、pは weak equivalenceである。また、p ◦ i0 = p ◦ i1 = 1なので、

F (p) ◦ F (i0) = F (p) ◦ F (i1)

である。ここで F (p)は同型だから、F (i0) = F (i1) である。よって、

F (f) = F (H ◦ i0) = F (H) ◦ F (i0) = F (H) ◦ F (i1) = F (H ◦ i1) = F (g)

□


